Chapitre 18 : Dimension

Dimension d’un espace vectoriel de dimension ﬁnie‘

Exercice 1: Pour chacun des espaces vectoriels E considérés ci-dessous, déterminer
une base de E et donner sa dimension.

1. E={(z,y,21t) € R 2y+ 2 —t =0}

2. E={(z,y,2) eR3 x =2y =3z}

3. E = {P e Ry[X], P(1) = 0}

4. B = Vect(fi, f2, f3, fa) ot fi = ch; fo=sh; fy=exp et fo= 5.

5. E = Vect((X — 1), X2, (X +1)2).

Exercice 2: On considere le R-espace vectoriel
E={(u,) €RY /Vn €N, upyo+4dun1 +4u, = 0}.

Déterminer une base de E et donner sa dimension.

Exercice 3: Pour tout k € N, on note P, = (X + k)*.
Démontrer que pour tout n € N, la famille (Fp,--- , P,) est une base de R, [X].

Exercice 4: (*) On considére le sous-ensemble suivant de F(R,R) :
E={xw Acos(z+ ¢) / (A, ¢) € R?}.

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de F (R, R), puis déterminer sa dimension
ainsi qu’une base.

‘Sous—espaces vectoriels et dimension‘

Exercice 5: Soit n € N* et E = #,(K). Déterminer les dimensions respectives de
I (K), o, (K) et de I'ensemble des matrices diagonales de ., (K).

Exercice 6: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient F' et G deux
sous-espaces vectoriels de E tels que dim(F') + dim(G) > dim(E).
Montrer que F' et G ont au moins un vecteur non nul en commun.

Exercice 7: Soit n € N*. On se place dans I'espace F = R".

Soient A et B les deux sous-ensembles de E ci-dessous :

A={(\,...;N), AeR} et B={(r1,...,2,) ER" 21+ +x, =0}
Montrer que A et B sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de deux

manieres différentes.

Exercice 8: On définit les deux sous-ensembles de R3 suivants :

F:{(m,y,z)eRg/x—y—i—Sz:O} et Gz{(t,—t,3t)€]R3/t€R}.

Montrer que F et G sont des sous-espaces supplémentaires de R?, puis déterminer
une base de R? adaptée a la décomposition F @ G.

Exercice 9: Soit F' = {(x,y,z,t) ERY Jx+y+32= 0}.

1. Montrer que F' est un R-espace vectoriel.
2. Déterminer une base de F'. En déduire la dimension de F'.

3. Déterminer un supplémentaire de F dans R*.

Exercice 10: On pose F = Vect ((X — 1), (X + 2)?).

1. Justifier que F' est un sous-espace vectoriel de R4[X] de dimension 2.

2. Trouver une base de R4[X] adaptée & F, puis déterminer un supplémentaire de
F dans Ry[X].

Exercice 11: On pose

F = Vect ((1,0,0,0), (1,2,0,0)) et G = Vect ((3,1,1,1), (4,4,1,1),(1,5,5,0)) .

Déterminer F NG. On pourra tout d’abord calculer dim(F N G).

Exercice 12: Considérons

S ={f € €*R,R) telles que f" —2f +f=0et f'+3f —4f =0}

Montrer que S est une droite vectorielle et déterminer une base de S.
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Chapitre 18 : Dimension

Exercice 13: Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soient H et H' deux hyperplans distincts de E.

1. Déterminer la dimension de H N H' a ’aide de la formule de Grassmann.

2. On veut montrer que H et H' ont un supplémentaire commun.

(a) Quelle est la dimension des supplémentaires de H et de H' 7
(b) Montrer que F(u,v) € Hx H', u¢ H' et v ¢ H.
(¢) Montrer que w =u+v ¢ HUH'.

)

(d) Proposer un supplémentaire commun & H et & H'.

‘Rang d’une famille de vecteurs‘

Exercice 14: Déterminer le rang des familles suivantes :
1.y =(-1,2,2), 2o = (4,-2,-1), z3 = (3,-1,1), x4 = (7,-3,0)
2. 1 =(1,1,0,1), zo = (1,-1,0,1), z3 = (2,0,1,1), z4 = (0,—2,1,—1)
3. PP=X—-1,P=2X,P3=X?-3Xet P,=3X3+X?2-2

Exercice 15: Dans le R-espace vectoriel RI=1:1l

1 1-— 1
T f22$’—) :L' f3:l’*—>

1—=x 1+ V122

1. Montrer que la famille (f1, f2) est libre.
2. Calculer rg(f1, f2, f3)-

fiix—

Exercice 16: Pour k € N, on pose fj : t — cos(kt).

2
1. Calculer fr(t) fp(t)dt pour k et p deux entiers naturels.
0

2. En déduire que la famille (fx)refo,n est libre pour tout n € N.
Que dire de la dimension de F(R,R)?

3. Pour k € N, on pose gy : t — cos”(t).
Montrer que Vect(fo,..., fn) = Vect(go,...,gn) pour tout n € N.

4. Déterminer le rang de la famille (gx)refo,n) pour tout n € N.

5. En déduire que la famille (gx)re[o,n est libre pour tout n € N.

, on considere les fonctions suivantes
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